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第1章 はじめに

1.1 研究の背景・目的
凸多面体（凹みが無く，各面が多角形である多面体）の辺展開図の研究は，1525年

Albrecht Dürer（1471–1528，Nürnberg，ドイツ）が，“Underweysung der messung

mit dem zirckel un richt scheyt” [1] （邦訳『測定教本』）を出版したことに起源す
るとされる [2]．この本の中には，私たちが「展開図」や「辺展開」と呼んでいるも
のが描かれている（以降，辺や面に切り込みを入れて平坦に開いた多角形を「展開
図」，辺に沿って切り込みを入れることを「辺展開」，辺に沿って切った展開図を
「辺展開図」と区別して表記）．しかし，どの辺展開図を見ても面どうしが重ならな
い多角形，つまり自己重複を持たないものとなっている．Dürerが意図的に自己重複
を持たないように辺展開図を描いたという証拠は無いが，この「Dürerの描画」を
通じて次の未解決問題が得られた．

未解決問題 1.1 (凸多面体の辺展開（ [2]，未解決問題 21.1を参照）). すべての凸多
面体は単純で重ならない多角形に辺展開することが出来るだろうか．つまり全ての
凸多面体は辺展開図をもつだろうか．

この問題は，「Dürerの描画」以降，未だ未解決問題である．この問題を解決すべ
く，凸多面体に制約条件が付けられた研究が進められてきた．しかし，最も私たち
に馴染みの深い正多面体（プラトンの立体，全 5種）の辺展開図に関しても，自己
重複を持たないかはごく最近まで分かっておらず，2011年になって始めてどの辺展
開図も自己重複を持たないということが分かった [3]．また，半正多面体（アルキメ
デスの立体，全 13種）に関しては，2015年に 5種類の多面体が重なりを持たない
ということが分かったが [4]，残りの 8種類のうち 5種類に関しては自己重複は存在
するが，その個数は分かっておらず [5]，3種類に関しては自己重複の有無すらも分
かっていない (表 1.1)．これは，自己重複の有無を 1つ 1つの辺展開図に対して，各
面の (x, y)座標の計算，どの 2組の面を見ても自己重複を持たないかを判定すると
いう手法を取っているからだ．つまり，辺展開図の数は面の数が増えるほど座標の
計算の回数が膨大になり，1つ 1つの辺展開図に対して自己重複を確認していくこ
とが非常に困難であるからだ．
本研究では，表 1.1に示す「未解決」の箇所を解明すべく，凸多面体の重複を既

存の方法より高速に判定することを目的とする．



2 1.2. 本論文の成果

表 1.1: 正多面体および半正多面体の辺展開図の個数および重複の有無（赤文字で示す凸多
面体立体が本論文で扱う立体）

凸多面体 辺展開図の個数
重なりのある

辺展開図の有無

重なりを持たない

辺展開図の個数

正四面体 16 無 16

正六面体 384 無 384

正八面体 384 無 384

正十二面体 5,184,000 無 [3] 5,184,000

正二十面体 5,184,000 無 [3] 5,184,000

切頂四面体 6,000 無 [4] 6,000

切頂六面体 32,400,000 無 [4] 32,400,000

切頂八面体 101,154,816 無 [4] 101,154,816

切頂十二面体 4,982,259,375,000,000,000 有 [3] 未解決

切頂二十面体 375,291,866,372,898,816,000 有 [3] 未解決

立方八面体 331,776 無 [4] 331,776

二十・十二面体 208,971,104,256,000 未解決 未解決

斜方立方八面体 301,056,000,000 無 [4] 301,056,000,000

斜方二十・十二面体 201,550,864,919,150,779,950,956,544,000 有 [3] 未解決

斜方切頂立方八面体 12,418,325,780,889,600 未解決 未解決

斜方切頂二十・十二面体 21,789,262,703,685,125,511,464,767,107,171,876,864,000 有 [3] 未解決

変形立方体 89,904,012,853,248 未解決 未解決

変形十二面体 438,201,295,386,966,498,858,139,607,040,000,000 有 [6] 未解決

1.2 本論文の成果
本論文では，凸多面体のうち既に重ならないと判定されている正多面体の一部（正

四面体，正六面体，正八面体）や半正多面体の一部（頂切四面体および立方八面体）
(表 1.1で赤文字で記した多面体，図 1.1)を対象の図形とした．そして，計算の時間
が嵩む原因である，各面の (x, y)座標の計算の回数およびどの 2組の面を見ても自
己重複を持たないかを判定する回数を削減することで，自己重複の確認の時間を最
大で 7.9%短縮することができ，高速化に成功した．

1.3 本論文の構成
本論文の構成は以下の通りである．第 2章では本論文で使用する諸概念を説明す

る．第 3章では自身が考案した高速化した自己重複の確認アルゴリズムを説明する．
第 4章では実験条件および，考案したアルゴリズムが既存研究と比べ，どれほど高
速に判定することが出来るようになったかについて述べる．最後に第 5章で本論文
のまとめおよび今後の課題について述べる．
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正四面体 正六面体 正八面体

切頂四面体 立方八面体

図 1.1: 本論文で扱う凸多面体
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第2章 準備

2.1 グラフ
頂点の集合を V，辺の集合 E ⊆ V × V で構成されたものをグラフ G = (V,E)

と表記する．連続する２つの頂点の間に辺があるような頂点の列を道（パス）とい
う．グラフの任意の 2頂点 vi, vj (vi, vj ∈ V )間に頂点と頂点を繋ぐ道が存在するな
らばグラフは連結であるといい，始点と終点が同じであるならばグラフは閉路であ
るという．また，連結で閉路を持たないグラフを木といい，グラフ S(V,ET )が木で
ET ⊆ Eであるならば，S(V,ET )のことをグラフG(V,E)の全域木という.

2.2 凸多面体の辺展開
まず正六面体を例に説明する．図 2.1に示す太線が引かれた辺に沿って辺を切る

とき，正六面体は辺展開することが出来ないことがわかる．以降，辺を切ることを
カット，カットされた辺のことをカット線と呼ぶ．正六面体のように凸多面体の面
の数が少ないうちは，どのカット線を選択したら，どのような辺展開図となるかと
いうことは容易に想像することが出来る．しかし凸多面体の面の数が増えると，ど
のカット線を選択するかを与えられただけでは，どのような辺展開図となるかを想
像するのは非常に難しくなる．そこでグラフの概念を取り入れ，凸多面体の頂点の
集合をグラフの頂点集合 V，凸多面体の辺の集合をグラフの辺集合Eとしグラフ問
題とすることで抽象的に解くことが可能となる．ここで凸多面体Qを切り開いた時
のカット線の集合をCとするとき，次の定理が知られている．

定理 2.1 (辺展開図の基本的な性質（ [7],定理 2.1.1）). カット線の集合Cは，Q上
のすべてを頂点をつなぐ全域木である.

この定理より，凸多面体の辺展開図の数え上げを行うためには，凸多面体におけ
る全域木の数を求めればよい．

2.3 辺展開図の自己重複および自己重複の判定方法
いくつかの凸多面体は，特定の方法で辺展開すると，自己重複を持つということ

が知られている [5]．その例を図 2.2に示す．(a)では正三角形と正十角形が，(b)で
は正五角形と正六角形が，(c)では正方形と正三角形がそれぞれ重なっている．辺展



6 2.3. 辺展開図の自己重複および自己重複の判定方法

(a)全ての頂点を通らない (b)閉路を持つ (c)ひとつながりではない

図 2.1: 辺展開が出来ないカットの例

⇓ ⇓ ⇓

切頂十二面体 切頂二十面体 斜方二十・十二面体

図 2.2: 自己重複を持つ凸多面体の例（各凸多面体を赤色の辺に沿ってカットすると，それ
ぞれ下に示す展開図となる）

開図を描画すれば重複を確認できるが，研究の背景でも述べた通り，辺展開図の数
が多く全ての辺展開図を目視で確認していくことは不可能である．そこで，命題 2.1

を考える．

命題 2.1 (面と外接円との関係性). ある 2つの面が与えられたとき，それぞれの面
の外接円が重なりを持たないならば，面どうしは重なりを持たない．

この命題の対偶「ある 2つの面が与えられたとき，面どうしが重なりを持つなら
ば，それぞれの面の外接円が重なりを持つ」は真であることは明かである．ゆえに，
この命題は正しい．なお，この命題の裏「ある 2つの面が与えられたとき，それぞ
れの面の外接円が重なりを持つならば，面どうしは重なりを持つ」は常に成り立つ
とは限らない．
なお円どうしが重なるかに関しては，図 2.3のように円Aの半径を dA，円Bの半

径を dB，円Aと円Bの中点間距離を dとし，式 (2.1)を計算することで判定するこ
とが出来る（本論文では円どうしが接する状態は，重なるものとして考える）．ま
た，この判定式はアルゴリズムとするとAlgorithm 1のように書くことが出来る．{

重ならない (dA + dB < d)

重なる (otherwise)
(2.1)
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円A
円B

d

dA dB

図 2.3: 面の重なる条件

Algorithm 1 円どうしの重なりの確認

Input: 円Aの中心座標 (xA, yA)，半径 dA，円Bの中心座標 (xB, yB)，半径 dB
1: d =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2

2: if dA + dB < d then

3: print 重ならない
4: else

5: print 重なる
6: end if

図 2.4に示す辺展開図を例に自己重複を持つかどうかを判定していく．自己重複
が生じる可能性があるのは，図 2.2の例のように面どうしが同じ辺や頂点を持たな
い場合である．以降，凸多面体を辺展開したとき面と面が同じ辺もしくは同じ頂点
を 1つ以上持つ場合を隣接する面，それ以外の場合を隣接しない面とし，面番号A

と面番号 Bの面の組みを (A,B)と呼ぶ．例えば，図 2.4の例の場合，隣接しない面
の組の集合は {(1, 5), (1, 6), (1, 7), (1, 8), (2, 5), (2, 6), (2, 8), (3, 7), (4, 5), (4, 6), (4, 7),
(4, 8), (5, 6), (5, 7), (6, 7), (7, 8)}の 16個である．続いて，命題 2.1を用いるために，
図 2.5に示すように辺展開図の各面に対する外接円を考える．この際，数値計算誤
差が生じてしまうことを予め踏まえた上で，外接円の半径を+∆程度大きく設定す
る（∆の大きさは各辺展開図の数値誤差に応じて変わる）．最後に，隣接しない面
の集合に対してAlgorithm 1を適用することで，図 2.4の辺展開図は自己重複を持
たないと判定することが出来る．

1

2

3 4

5

6

7

8

図 2.4: 切頂四面体の辺展開図の例
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1

2

3 4

5

6

7

8

図 2.5: 展開図の各面に対する外接円

2.4 BDD・ZDD

BDD(Binary Decision Diagram：二分決定グラフ，[8])は，論理関数を非巡回有向
グラフ (DAG)で表現したデータ構造である．各節点は変数のラベルを持ち，内部節
点は 0–枝と 1–枝を持っている．0–枝を通る道は枝の始点の節点変数を 0に割り当
て，1–枝を通る道は枝の始点の節点変数を 1に割り当てる．また，終端節点 (節点の
うち子をもたない節点)は，0か 1の値を持つ．根から終端節点までの道が論理関数
の値と対応しており，終端節点が 0ならば論理関数の値は 0，終端節点が 1ならば論
理関数の値は 1となる.

ZDD(Zero-suppressed Binary Decision Diagrams：ゼロサプレス型二分決定グラ
フ，[9])は，組合せ集合 (集合族)をコンパクトに表現することができ，疎なデータ
に対して，特に有効性を発揮するBDDである．各変数を集合の要素に対応させ，そ
の要素を組合せに含めないのであれば 0–枝を辿り，その要素を組合せに含めるので
あれば 1–枝を辿る．そして，根から 1–終端節点までのパスが 1つの組合せに対応す
る. ZDDはBDDを次の簡約化規則 [10, p.20]に従い圧縮することで得られる．

(a) 冗長頂点の削除 1–枝が 0–枝の値を持つ葉を指している場合に，この節点を取り
除き，0–枝の行き先に直結させる（図 2.6(a)）．

(b) 等価頂点の共有等価な節点（要素が同じで，0–枝どうし，1–枝どうしの行き先
が同じ）を共有する（図 2.6(b)）．

2.5 フロンティア法
フロンティア法とは，節点の作成中に節点どうしの共有が行えるかを順次判断し

ていき，可能な限り節点の共有を行うことで，作成される節点の数を減らし高速に
ZDDを構築する手法である [11]．
例として，図 2.7(a)に対する全域木を考える．ここで全域木の探索をBDDで行っ

ている最中のグラフの例を図 2.7の (b)と (c)に示す．図 2.7で，破線の楕円で塗ら
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x
0 1

G0

0

G0

Jump

(a) 冗長節点の削除

x x

G0 G1

0 1
1 0 x

G0 G1

0
1
Share

(b) 等価節点の共有

図 2.6: ZDDの圧縮規則

れた部分の左側に描かれた辺は処理済み，右側に描かれた辺は未処理である．(b)と
(c)のグラフを見ると，どちらも eaを使って ebを使う，eaを使って ecを使う，また
は ebを使って ecを使うとき全域木が完成し，それ以外の辺の選び方をした場合は全
域木が完成しないことがわかる．また，楕円に含まれる 3点のうちの上の 2頂点は
赤色の成分に連結しており，下の 1頂点は青色の成分に連結されている．このよう
に，楕円に含まれる全ての頂点が同じ連結成分であるならば，楕円の右側で辺の選
択をするときに，左側の選択の仕方を記憶しておく必要はない．このような楕円の
中に含まれる頂点の集合をフロンティアと言う．つまり，フロンティアとは「処理
済みの辺と未処理の辺の両方と接続している頂点の集合」のことである．
フロンティアにおける連結成分を把握するためには，各節点がどの連結成分に属

しているかを状態を記憶しておくために，mateと呼ばれる配列を用意する．そして，
フロンティアにおけるmate配列が等価ならば，等価な節点として 1つにまとめるの
である．
続いて，フロンティア法を用いた全域木の選択する辺の列挙を行う．そこで，ま

ず ZDDの構築の仕方を擬似コードの形式でAlgorithm 2に示す（本アルゴリズム
は [10] Algorithm 4.1（s-t経路の数え上げ）を参考にした．一部処理が異なる）．
Algorithm 2の 1行目は，配列のサイズm+ 1の確保，2行目から 17行目の for

文は木の各深さに関する処理，3行目から 16行目のの for文は深さにおける各節点
に関する処理である．4行目から 15行目の for文は 0–枝（全域木の辺として使わな
い），1–枝（全域木の辺として使用する）の先にある節点を付け足していく処理であ
る．5行目で niのmate配列の情報を上書きしてしまわないよう n′にコピーしてお
き，6行目で n′のmate配列の更新をし（枝刈りが生じた場合は 7行目から 14行目
の処理は実行しない），7行目から 11行目の if文で共有するかどうかを決める．そ
して，12行目で節点がフロンティアから抜けるの時の枝刈りの判定をした時に枝刈
りをされず，13行目で終了条件の判定をした時に終了しなければ，14行目で 1つ下
の深さの節点を指すように処理する．
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(a)もとのグラフ

ea

eb

ec

(b)途中まで辺を処理したグラフ (1)

ea

eb

ec

(c)途中まで辺を処理したグラフ (2)

：処理済の辺（使った） ：処理済の辺（使わなかった） ：未処理の辺

図 2.7: 全域木を列挙する途中状態のフロンティア

Algorithm 2はmate配列の取り方および (a)，(b)，(c)の条件を変えることで
様々な構造の問題に対する選択する辺の列挙が出来る．今回G = (V,E)の部分グラ
フ S(V,ET )が全域木であるためには，mate配列の取り方および (a)，(b)，(c)の条
件を次のようにすればよい．

mate配列の取り方

mate配列は，各節点が属する連結成分（1 · · ·m + 1，以下 IDと表記する）を記
憶する．初期状態では，どの節点も連結していないのでmate[i]の IDを全て 0と設
定する．このmate配列を更新していくことでどの節点が同じ連結成分に含まれて
いるかを管理していき，最終的には全ての節点が同じ ID，つまり 1つの連結成分に
含まれるようになることで全域木を形成していく．

（a）n′のmate配列の更新

Algorithm 3に従いmate配列の更新をする．Algorithm 3の 1行目から 2行目
は辺の両端点の IDが一度も更新されていない場合の更新である（図 2.8(a)）．この
更新では新たな連結成分が生じることとなるため，新規で IDを作成し両端点とも
に同じ連結成分に分類する．3行目から 6行目は一方の端点の IDが一度も更新され
ておらず，もう一方の端点が更新されたことがある場合の更新である（図 2.8(b)）．
この更新は既存の連結成分に新しく成分を加える操作である．7行目から 17行目は
両端点ともに IDが割り当てられている場合の更新である（図 2.8(c)）．このとき両
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Algorithm 2 フロンティア法による ZDDの構築

1: N1 ← {nroot} , Ni ← ∅ for i = 2, 3, · · · ,m+ 1

2: for i = 1 to m do

3: foreach 節点 ni ∈ Ni do

4: foreach x ∈ {0, 1} do
5: 新しいノード n′を作成．n′に niをコピー．
6: （a）n′のmate配列の更新．
7: if n′と等価な n′′ ∈ Ni+1が存在． then

8: n′ ← n′′

9: else

10: Ni+1 ← Ni+1 ∪ {n′}
11: end if

12: （b）節点がフロンティアから抜けるの時の枝刈りの判定．
13: （c）終了条件の判定．
14: niの x−枝を作成．n′を指す．
15: end for

16: end for

17: end for

u v

mate[u] = 0

mate[v] = 0

u v

mate[u] = A

mate[v] = A

(a)更新 1

u v

mate[u] = A

mate[v] = 0

u v

mate[u] = A

mate[v] = A

(b)更新 2

w u v x

mate[w] = A mate[u] = A

mate[v] = B mate[x] = B

w u v x

mate[w] = A mate[u] = A

mate[v] = A mate[x] = A

(c)更新 3

：未分類の辺 ：各種連結成分に分類された辺

図 2.8: mate配列の更新
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Algorithm 3 mate配列の更新

1: if mate[u] = 0 and mate[v] = 0 then

2: mate[u]およびmate[v]の IDを新規で作成した IDに更新．
3: else if mate[u] = 0 and mate[v] ̸= 0 then

4: mate[u]側の連結成分の IDをmate[v]側の IDに更新．
5: else if mate[u] ̸= 0 and mate[v] = 0 then

6: mate[v]側の連結成分の IDをmate[u]側の IDに更新．
7: else if mate[u] ̸= 0 and mate[v] ̸= 0 then

8: if mate[u] = mate[v] then

9: 閉路が生じた→枝刈り
10: else if mate[u] ̸= mate[v] then

11: 変数 tmpにmate[v]の IDを記憶
12: for i = 1 to m+ 1 do

13: if mate[i] = tmp then

14: mate[i] = mate[u]

15: end if

16: end for

17: end if

18: end if

端点の IDが (0以外で)等しいならば閉路が生じてしまうため，9行目から 10行目
その枝刈りをする．12行目から 16行目では連結成分どうしの結合をする．片方の
連結成分の IDを更新したとき，その連結成分に更新前から結合していた節点の ID

も同じ IDに更新する必要がある．

（b）節点がフロンティアから抜けるの時の枝刈りの判定

ある節点がフロンティアから抜けると，その節点は図 2.8(c)の更新 3による更新
以外行われなくなる．つまりフロンティアから抜けた段階で節点がどの連結成分に
も含まれていなければ今後連結成分に含まれることは起き得ない．ゆえに節点がフ
ロンティアから抜けたとき，mateの値が 0のままであるならば枝刈りをする．

（c）終了条件の判定

Algorithm 2の 2行目の for文の iがmまでループを終えたときこのアルゴリズ
ムは停止する．このとき，全域木であれば全ての節点における連結成分の IDが同じ
であるが，複数の連結成分が生じてしまう場合も生じる．つまり連結成分の IDが
複数存在する状態になると全域木は形成されない．ゆえに全ての節点におけるmate

の値が同じでなければ枝刈りをする．
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Algorithm 4 凸多面体の構成の構築

Input: カット線の集合C

1: for i = 1 to 面の数 do

2: for j = 1 to 面 iを構成する辺の数 do

3: adj(i, j) = −1
4: end for

5: for k =面を構成する辺 \ C do

6: adj(j, k) =隣り合う面
7: end for

8: for l = 1 to 面 iを構成する辺の数 do

9: ring(i, l)←面 iを構成する辺（時計回り）
10: end for

11: end for

2.6 辺展開図の各面の中心座標の計算
辺展開図の各面の中心座標を求める前に対象とする凸多面体の構成を構築してお

く必要がある．Algorithm 4に擬似コードの形でその構築方法を示す．
F を面の集合，Eを辺の集合とするとき，関数として adj：F ×E → F を定義し，

面同士の隣り合うかどうかの関係を表す．例えば面 0と面 4が辺番号 3の辺を共通
して持つ，つまり面 0と面 4が辺番号 3の辺を挟んで隣り合うとき，adj(0, 3) = 4，
adj(4, 3) = 0と表記する．またNを面F を構成する辺の本数，Sを面F を構成する
辺の集合とするとき，関数 ring：F ×N → Sを定義し，面を構成する辺を格納して
いく．なお，ここでは「隣り合う面」を凸多面体を辺展開したとき面と面が同じ辺
を持つことを指し示し，2章で定義した「隣接する面」と区別して考える．
Algorithm 4の 2行目から 4行目では，全ての面どうしが隣り合わないとし初期

化をしている．5行目から 7行目では非カット線を辺として共通に持つ面の組み，つ
まり隣り合う面の組みを記述する．8行目から 10行目では各面を構成する辺を時計
回りに記述する．
構築した凸多面体の構成をもとに，各面の中心座標を計算する．Algorithm 5に

擬似コードの形でその計算方法を示す．Algorithm 5の 2行目から 6行目では，8

行目以降でリングバッファを使用するために，注目している辺番号は，Algorithm

4の ring配列で確保した辺のうち，どの辺を指し示しているかを変数 kに記憶する．
7行目に関しては 10行目で説明する．8行目から 21行目では面を構成する辺を辿っ
ていき，再起呼び出しを行うことで座標の計算をしていく．9行目は配列に確保さ
れている次の辺に着目し，10行目では注目している辺が変わると角度が変わるため
d更新をしている．角度を半時計回りに 1度回しておかないと，i = kつまり今注目
している辺の角度がズレてしまうため 7行目の操作が必要となる．11行目から 20行
目では，隣り合う面が存在する場合を考える．13行目から 19行目では隣り合う面
による場合分けを考えている．今回のアルゴリズムでは，凸多面体を構成する面の
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Algorithm 5 calc a関数

Input: 注目している面番号，注目している辺番号，注目している面の中心座標 (x, y)，
注目している面の内接円の半径，注目している面の中心座標から注目している
辺の角度 d

1: 面の中心座標 (x, y)を出力
2: for i = 1 to 面を構成する辺の数 do

3: if ring(面番号, i) =辺番号 then

4: k = i

5: end if

6: end for

7: d = d+ (360 /面を構成する辺の数)◦

8: for i = k to (k +面を構成する辺の数− 1) do

9: 注目している辺番号 e = ring(面番号, i %面を構成する辺の数)

10: d = d− (360 /面を構成する辺の数)◦（時計回りに回転）
11: if 隣り合う面 adj(面番号, i) ̸= −1 and 隣り合う面 sが未使用 then

12: 隣り合う面 sを使用済みとする
13: if 隣り合う面が同じ多角形 then

14: 隣り合う面の内接円の半径 r′，(x′, y′)座標を計算
15: calc a(s, e, (x′, y′), r′, d− 180)

16: else if 隣り合う面が異なる多角形 then

17: 隣り合う面の内接円の半径 r′，(x′, y′)座標を計算
18: calc b(s, e, (x′, y′), r′, d− 180)

19: end if

20: end if

21: end for

種類が 2種類の場合を書いているが，1種類の場合は else if の箇所が必要なく，3

種類以上の場合が else if の項目を増やせばよい．14行目では，(x′, y′)の座標を求
めるために，隣り合う内接円の半径をしたのち，(x′, y′)の座標を求める．元の (x, y)

座標，角度 dは既に求まっており，半径は r+ r′で求めることが出来るため，(x′, y′)

の座標は次の式で表すことが出来る．

x′ = x+ (r + r′) ∗ sin(d ∗ π/180)
y′ = y + (r + r′) ∗ cos(d ∗ π/180)

(2.2)

15行目では関数を再帰で呼び出す．ここで dを 180◦回転させているが，これは，注
目している辺は変わってないが，注目している面の中心座標が注目している辺を挟
んで反対側へと移動しているからである．17行目，18行目に関しても同様である．
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第3章 辺展開図の自己重複の確認

3.1 自己重複確認アルゴリズム
既存研究における凸多面体の辺展開図の自己重複を確認するための流れを下記に

示す．

(1). 辺の本数，頂点の個数，各辺の両端点をグラフデータファイルから読み込む

(2). フロンティア法を用いてカット線を列挙する（2.5節）

(3). 各面の中心座標を計算する（2.6節）

(4). 隣接しない面を計算する（2.3節）

(5). 重複の有無を確認する（2.3節）

本研究では (3)，(4)の項目の計算回数を削減することで，アルゴリズムの高速化
に成功した．

3.2 カット線と辺展開図の関係性
本論文では (3)，(4)の項目の計算回数の削減をするために用いる性質を，辺展開

図の描画結果から見出した．辺展開図を描画は，2.6節のAlgorithm 5を書き換え
ることで出来る．Algorithm 6に擬似コードの形で描画の仕方を示す．Algorithm

6の 1行目から 5行目は，Algorithm 5の 2行目から 6行目の処理と同様である．6

行目から 20行目では，面を構成する辺を辿っていき，再帰呼び出しを行うことで描
画をする．7行目では (x1, y1)と (x2, y2)の間に直線を描画する処理をする．8行目か
ら 16行目はAlgorithm 5の 11行目から 20行目の処理と同様である．17行目では
回転行列（式 (3.1)，図 3.1）を用いて次の辺を描くための座標を回転させる処理を
する． (

x′
1

y′1

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
x2 − x1

y2 − y1

)
+

(
x1

y1

)
(3.1)

Algorithm 6に基づき描画した切頂四面体の辺展開図の一部を図 3.2に示す（赤
色の丸印が座標 (0, 0)で，この面が「面 0」を表す，なお [12]に各多面体における展
開図を描画した結果をまとめた）．各辺展開図に対して，2.3節で示した判定を用い
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Algorithm 6 Unfoldoing a関数

Input: 注目している面番号，注目している辺番号，注目している辺の左端点の座
標 (x1, y1)，注目している辺の左端点の座標 (x2, y2)

1: for i = 1 to 面を構成する辺の数 do

2: if ring(面番号, i) =辺番号 then

3: k = i

4: end if

5: end for

6: for i = k to (k +面を構成する辺の数− 1) do

7: print ”\draw (x1, y1) - - (x2, y2);”

8: 注目している辺番号 e =ring(面番号, i % 面を構成する辺の数)

9: if 隣り合う面 adj(i, j) ̸= −1 and 隣り合う面 sが未使用 then

10: 隣り合う面 sを使用済みとする
11: if 隣り合う面が同じ多角形 then

12: Unfolding a (s, e, (x1, y1), (x2, y2))

13: else if 隣り合う面が異なる多角形 then

14: Unfolding b (s, e, (x1, y1), (x2, y2))

15: end if

16: end if

17: 辺を回転させて (x1, y1), (x2, y2)を更新．
18: end for

ることで，自己重複の有無を確認することが出来る．しかし，凸多面体を構成する
面が増えると辺展開図の個数が多くなるだけでなく，判定すべき面の組みも増えて
しまい判定が困難になることが予想される．
そこで図 3.3のように図 3.2に対して色付けを行い座標の位置が変わらない面に注

目してみる．例えば図 3.2の (1)～(6)の辺展開図に注目してみると，桃色で塗られ
た面の集合どうしでの自己重複の確認は (1)のみで行えばよく，(2)～(6)では何も塗
られていない面と，桃色で塗られた面の集合との面の組みの，自己重複の有無の判
定を行えば良いことが分かる．(7)～(12)，(13)～(17)，(18)～(23)の辺展開図に関し
ても同様のことが言える．この性質を利用して色が塗られている面の集合の，座標

θ

(x1, y1)

(x′
1, y

′
1)

(x2, y2)

θ

(x′
2, y

′
2)

(x′
1, y

′
1)

(x2, y2)

図 3.1: 辺の回転
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(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

(9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)

(17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24)

図 3.2: 切頂四面体の辺展開図の一部

や重複の確認の計算は，初めの 1回 (色が切り替わった時)だけ行い，塗られていな
い面の集合の座標や重複の確認だけを各辺展開図で計算することで，計算時間の高
速化を図る．
各面の中心点を節点とし，隣り合う面の節点どうしを辺で繋いだグラフを双対グ

ラフと呼ぶ．各辺展開図の双対グラフを考える．辺展開図番号 (i)と辺展開図番号
(i+ 1)の双対グラフの最大共通部分グラフG′を求め，辺展開図番号 (i+ 2)以降の
双対グラフにG′が含まれるかどうかをみていく．もし，辺展開図番号 (j)の双対グ
ラフにはG′が含まれないのであれば i = jとする．そして，辺展開図番号 (i)と辺
展開図番号 (i+ 1)の最大共通部分グラフG′′を求め，辺展開図番号 (i+ 2)以降の双
対グラフにG′′が含まれるかどうかをみていく．この操作を辺展開図番号の最後ま
で繰り返しいく．この操作は図 3.3で同じ色に塗るという操作に該当する．ここで
示した最大共通部分グラフG′に該当する辺展開図のことを基本形と呼ぶ．
双対グラフの最大共通部分グラフを求めるにあたり，辺展開図はカット線の集合

に基づき計算されているため，カット線の集合との関係を見てみた．すると次の法
則が見えてきた．基本形以外の面の集合を基本形以外の面，基本形以外の面が別の
座標に移り変わることを面の移動と定義する．また，基本形から基本形以外の面が
計算出来ない場合や，基本形が変わらず，基本形以外の面の形が変わった場合につ
いては，基本形が変わるとして扱うものとして定義する．

法則 i番目の辺展開図のカット線の集合と，i+ 1番目の辺展開図のカット線の集合
の対称差集合を取るとき

(A) 対称差集合の要素数が 2個であれば，一部例外を除き基本形は変わらない

(B) 対称差集合の要素数が 4個以上であれば基本形が変わる

法則 (A)を補題 3.1の一般形で表す．図 3.3の (1)と (2)の辺展開図（基本形は変
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(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

(9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)

(17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24)

図 3.3: 色付けされた切頂四面体の辺展開図の一部

わらない）がこれに該当する．

補題 3.1 (法則 (A)の一般形). 対称差集合を {ya, yb}とする．(a)の辺展開図のカッ
ト線の集合を {x1, · · · , xj, ya} (j =カット線の本数− 1)，(b)の辺展開図のカット線
の集合を {x1, · · · , xj, yb}とする．このとき一部例外を除き基本形は変わらない．

証明. 補題 3.1を対称差集合の要素から証明する．面Aに対して面Bが隣り合う面で
ある，もしくは面Bが新たに隣り合う面になることを面が繋がると呼び，面Cと面
Dが隣り合う面の関係であったのが，隣り合わなくなることを面を切り離すと呼ぶ．
立体を見てみると，面を構成する辺に「辺番号 ya」を持つ面の集合は {Fs1 , Fs2}，面
を構成する辺に「辺番号 yb」を持つ面の集合は {Fs1 , Fs3}であることが分かる．こ
の積集合を取ると，{Fs1}が出てくる．このことから，(a)の辺展開図では「面Fs1」
が「面Fs2」に繋がっていたが，(b)の辺展開図となると「面Fs1」と「面Fs3」の間
は切り離され，変わって「面 Fs1」は「面 Fs3」に繋がる．つまり「面 Fs1」が移動
するという処理のみをすればよく，基本形が変わらないということが言える．

補題 3.1は，移動する面が 1個の場合に限らず，移動する面が 2面以上の場合につ
いても同様のことが言える．その際，先ほどの「面Fs1」に加え複数の面が移動する
ということになる．そこで，双対グラフを取り「面 0」を根とする根付き木を考え
る．すると「面Fs1」に加え，その子孫にあたる面が移動するという言い換えること
が出来る．ゆえに，この場合も補題 3.1が成り立つ．
続いて法則 (B)を補題 3.2の一般形で表す．図 2.3の (6)と (7)の辺展開図（基本

形が変わる）がこれに該当する．

補題 3.2 (法則 (B)の一般形). 対称差集合を {y1, · · · , yl, z1, · · · , zl}の (l× 2)個とす
る．(c)の辺展開図のカット線の集合を {x1, · · · , xk, y1, · · · , yl} (k + l =カット線の
本数)，(d)の辺展開図のカット線の集合を {x1, · · · , xk, z1, · · · , zl}とする．このとき
基本形はが変わる．
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(476) (477) (478) (479) (480) (481) (482) (483)

図 3.4: 切頂四面体の辺展開図の一部（法則 (A)の例外 1）

(26) (27) (28)

図 3.5: 立方八面体の辺展開図の一部（法則 (A)の例外 2）

証明. 補題 3.2の証明をする．法則 (A)は 1箇所のみ切る箇所を変える，つまり辺展
開図を基本形と基本形以外の面に分割し，基本形以外の面を動かすという操作だっ
た．しかし，法則 (B)は 2箇所以上切る箇所を変える，基本形もしくは基本形以外
の面のいずれかをさらに分割しなければならない．ゆえに基本形の定義に反し基本
形が変わることが言える．

最後に法則 (A)の例外となる場合を示していく．例外となる場合は 3つある．ま
ず補題 3.3に 1つ目の例外を示す．図 3.4の (479)と (480)の辺展開図（基本形が変
わる）がこれに該当する．

補題 3.3 (法則 (A)の例外 1). 対称差集合を {yd, ye}とし，(d)の辺展開図のカット線
の集合を {x1, · · · , xj, yd}，(e)の辺展開図のカット線の集合を {x1, · · · , xj, ye}とす
る．「辺番号 yd」を持つ面の集合を {Fd1 , Fd2}，面を構成する辺に「辺番号 ye」を持
つ面の集合を {Fe1 , Fe2}とする．いま Fd1 = Fe1，Fd1 = Fe2，Fd2 = Fe1，Fd2 = Fe2

のいずれも成り立たないとする．このとき基本形が変わる．

証明. 補題 3.3の証明をする．補題 3.1では，{Fs1 , Fs2}と {Fs1 , Fs3}の積集合を取る
ことで {Fs1}を移動する面として導き出した．しかし補題 3.3では積集合を取っても
∅となるため，どの面が移動したかを定めることが出来ない．よって，基本形から
基本形以外の面を計算することが出来ないため，定義に基づき基本形が変わる．

次に補題 3.4に 2つ目の例外を示す．図 3.5の (27)と (28)の辺展開図（基本形が
変わる）がこれに該当する．（切頂四面体の場合このようなケースが生じないため，
立方八面体を例とする）．

補題 3.4 (法則 (A)の例外 2). 対称差集合を {yf , yg}とし，(f)の辺展開図のカット
線の集合を {x1, · · · , xj, yf}，(g)の辺展開図のカット線の集合を {x1, · · · , xj, yg}と
する．非カット線の集合のうち基本形に含まれる部分集合を {w1, · · · , wj, yg}とす
る．このとき基本形が変わる．
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(432) (433) (434) (435) (436) (437) (438)

図 3.6: 切頂四面体の辺展開図の一部（法則 (A)の例外 3）

証明. 補題 3.4の証明をする．非カット線の集合のうち基本形に含まれる部分集合
に，カット線 ygが含まれている．ゆえに基本形が分割され定義に反することから基
本形が変わる．

最後に補題 3.5に 3つ目の例外を示す．図 3.6の (434)と (435)の辺展開図（基本
形が変わらない）がこれに該当する．

補題 3.5 (法則 (A)の例外 3). 対称差集合を {yh, yi}とし，(h)の辺展開図のカット
線の集合を {x1, · · · , xj, yh}，(i)の辺展開図のカット線の集合を {x1, · · · , xj, yi}とす
る．非カット線の集合のうち基本形以外の面に含まれる部分集合を {w1, · · · , wj, yi}
とする．このとき基本形が変わる．

証明. 補題 3.5の証明をする．非カット線の集合のうち基本形以外の面に含まれる部
分集合に，カット線 yiが含まれている．ゆえに基本形以外の面が分割され定義に反
することから基本形が変わる．

3.3 アルゴリズムの高速化
本論文では，3.1節の (3)，(4)に該当する各面の中心座標および，隣接しない面の

組みの個数を，3.2節の法則を適用することで削減，アルゴリズムを高速化する．各
面の中心座標の計算回数の削減の方法と，隣接しない面の組みの個数の削減の方法
をそれぞれ示していく．

3.3.1 各面の中心座標の計算回数の削減

まず，基本形以外の面が移動するとき，どの面のどの辺に繋がるように移動する
かが問題となってくる．そこで，法則 (A)に立ち返って見てみると，「Fs1 の面」は
「Fs3の面」に繋がることが分かる．そのため，移動後の繋がる，基本形に属する面
は容易に計算することが出来る．移動する前に移動する面が繋がっていた基本形が
属する面を移動する前に繋がっていた面，移動する前に繋がっていた面と移動する
面が共通に持つ辺を移動する前の辺，移動した後に移動する面が繋がっている基本
形が属する面を移動した後に繋がる面，移動した後に繋がる面と移動する面が共通
に持つ辺を移動した後の辺と呼ぶ．
一方で図 3.2の (13)～(17)や，図 3.4の (480)～(483)のように，移動する面に子孫

が存在する場合を見てみると，移動する面は基本形に対して回転しているというこ
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Algorithm 7 繋がる面の変更による回転

Input: 移動した後に繋がるの面 s，移動した後の辺 e，移動する前に繋がっていた
面の中心から見た移動する面の中心の絶対角度 d

Output: (d′ − d) % (−360)
1: for i = 1 to 面の数 do

2: if root(i, s) = 1 then

3: k = i

4: end if

5: end for

6: d′ = (deg(k, s).first−180) % (−360)
7: if sが正 n角形 then

8: for i = 1 to n do

9: if ring(s, i) = deg(k, s).second then

10: l=i

11: break

12: end if

13: end for

14: for i = l to (l + n− 1) do

15: if ring(s, i % n) = e then

16: break

17: end if

18: d′ = (d′ − (360/n)) % (−360)
19: end for

20: else if sが正m角形 then

21: if の場合と同様の処理
22: end if

とが分かる．この回転というのは，次に示すの 2種類の足し合わせによって起きて
いる．

(a) 繋がる面の変更による回転

(b) 基本形以外の面自身の回転

まず (a)の場合の回転をAlgorithm 7に擬似コードの形で計算の仕方を書く．S

を面の集合とし，関数 root：S × S → {0, 1}は親子関係の有無を表すとする．例え
ば 1の面が 0の子であるならば，root(0, 1)は 1であるが root(1, 0)は 0となる．ま
た，Mを多角形の辺の本数，Dを親の面に対する子の面の絶対角度，Eを親の面と
子の面に共通する辺番号とするとき，関数 deg：S ×M → D × Eを親と子がどの
ように繋がっているかを表すとする．Algorithm 7では，.firstでDの値を.second

でEの値を指し示す．
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Algorithm 8 基本形以外の面自身の回転

Input: 移動する面 s，移動する前の辺 eb，移動した後の辺 ea

Output: d

1: d = 0

2: if sが正 n角形 then

3: for i = 1 to n do

4: if ring(s, i) = eb then

5: k=i

6: break

7: end if

8: end for

9: for i = k to (k + n− 1) do

10: if ring(s, i % n) = ea then

11: break

12: end if

13: d = (d− (360/n))

14: end for

15: else if sが正m角形 then

16: if の場合と同様の処理
17: end if

Algorithm 7は，移動した後に繋がる面の親を探すことで，移動した後に繋がる
面に対する移動する面の絶対座標を求め，dとの差を求める（23行目）アルゴリズ
ムである．1行目から 5行目は，移動した後に繋がるの面の親を探す操作である．6

行目は移動した後に繋がるの面から移動した後に繋がるの面の親への絶対角度を求
める計算である．ここで 180◦回転させているが，これは移動した後に繋がるの面が，
子を探す操作に切り替わるからである．8行目から 13行目は移動した後に繋がるの
面の親と移動した後に繋がるの面の間に共通する辺番号 xが，関数 ringのどこに含
まれているかを探しており，14行目から 19行目は移動した後の辺 eが xから何度回
転した場所にあるかを計算している．
次に (b)の場合の回転をAlgorithm 8に擬似コードの形で計算の仕方を書く．こ

のAlgorithm 8は非常にシンプルで，移動する面が移動の前後で何度回転したか
を計算するだけである．
この (a)と (b)の回転角度を使うことで基本形以外の面の座標が，基本形の座標を

再度計算することなく，求めることが出来るのである．基本形以外の面の座標の求
め方をAlgorithm 9に擬似コードの形で示す．なお面番号 nにおける x座標の値
が計算できたら，配列 x[n]で値を保持し，y座標の値の計算ができたら，配列 y[n]

で値を保持する．そして，基本形が変わる場合は配列 x, y全ての値を更新し，基本
形が変わらない場合は基本形以外の面の配列の値を更新する．
Algorithm 9の 1行目は移動した面の種類に応じて場合分けを行い，3,4行目で
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Algorithm 9 Recalc関数

Input: 移動した後に繋がるの面 sa，移動した面 s，(a)+(b)の角度 d，移動した後
に繋がるの面の内接円の半径 l

1: nl = 移動した面の内接円の半径
2: d = ( deg(sa, s).second +d+ 180) % 360

3: x[s] =x[sa] + (l + nl) ∗ sin(d ∗ (π/180))
4: y[s] =y[sa] + (l + nl) ∗ cos(d ∗ (π/180))
5: for i = 1 to 面の数 do

6: if root(s, i) = 1 then

7: Recalc(s, i, d, nl)

8: end if

9: end for

使うための移動した面の内接円の半径を決める．2行目は，deg関数に記憶されてい
る，つまり基本形が変わった時の親から子への角度を呼び出し，先ほど計算した d

を加算したのち，子は親となる．3,4行目では，(x, y)座標の更新を行っている．5か
ら 8行目では，先ほど親となった面に子が存在するかを探索し，子が存在するなら
ば再帰計算を行い，存在しないのであれば計算を終了する．

3.3.2 隣接しない面の組みの削減

2.3節では，隣接しない面の組みを求めるとき，全ての面の集合と全ての面の集合
の組み合わせから隣接する面の組み合わせを取り除くことで，判定すべき組み合わ
せを見つけていた．しかし，基本形に含まれる面どうしの組みは座標が変わること
が無いため 1度だけ判定すればよく，基本形以外の面の集合と全ての面の集合との
組み合わせから隣接する面の組み合わせを取り除くだけでよい．ゆえに，隣接しな
い面の組み合わせの個数が削減でき，高速な判定が可能となるのである．
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第4章 計算機実験

4.1 実験設定
本研究では，自己重複の判定の計測時間が，既存手法にに比べ提案手法がどれぐ

らい早くなったかを調べるために，既存手法および提案手法の実装を行った．実装
の際，全域木の数え上げやカット線の列挙には，容易にZDDを構築することができ
るC++用のライブラリTdZddライブラリ [13]を用いた（TdZddライブラリの詳し
い使い方は [14]を参照）．また，展開図の座標および各面の円周をC++で計算し，
Pythonのmathモジュールを用いて重複の確認を行った．なお，丸め誤差を小さく
するために，C++では式の形で一度標準出力し，Pythonで標準入力で読み込み計
算をした．2.3で説明した外接円の半径に関しては，∆ = 0.001大きく設定し，計
算結果は全て小数点以下 4桁目で丸めた．実験に使った計算機は Intel(R) Xeon(R)

CPU E5-2643 v4 3.40GHz, CentOS 7.9, 512 GB メモリである．

4.2 実験結果と評価
各種凸多面体に対して，既存の自己重複の判定および提案アルゴリズムによる判

定を行い各時間を 50回ずつ計測し平均を取った．その結果を表 4.1に示す．既存手
法 (A)および提案手法 (B)の計測時間の単位は (秒)，(A)−(B)は既存手法を提案手
法に変えた時の時間の差（単位は (秒)），100×((A)−(B))/(A)は，既存手法の計測
時間を 100 %としたとき，何%の時間を削減することができたかを表す．この結果
から本論文で取り扱った全ての凸多面体について計測時間が短縮されたことが分か
り，提案アルゴリズムは効果的に動作していると言える．
計測時間が短くなるための鍵となるのが，3.3節で記した各面の中心座標の計算回数

の削減および隣接しない面の組みの削減である．それぞれの結果を表4.2および表4.3

凸多面体 展開図の数 既存手法 (A) 提案手法 (B) (A)−(B) 100×((A)−(B))/(A)
正四面体 16 0.049 0.047 0.002 4.1

正六面体 384 0.377 0.370 0.007 1.9

正八面体 384 0.559 0.548 0.011 2.0

切頂四面体 6,000 7.241 6.762 0.479 6.6

立方八面体 331,776 1170.683 1078.689 91.994 7.9

表 4.1: 各凸多面体の自己重複の判定の計測時間
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凸多面体 既存手法 (A) 提案手法 (B) 100×((A)−(B))/(A)
正四面体 16 8 50

正六面体 384 157 59.1

正八面体 384 199 48.2

切頂四面体 6,000 2,335 61.1

立方八面体 331,776 187,381 43.5

表 4.2: 各凸多面体に対する辺展開図の全ての面の中心座標を計算する回数

凸多面体 既存手法 (A) 提案手法 (B) 100×((A)−(B))/(A)
正四面体 12 12 0

正六面体 2,640 2,012 23.8

正八面体 4,248 3,031 28.6

切頂四面体 102,780 74,695 27.3

立方八面体 20,367,936 14,025,808 31.1

表 4.3: 各凸多面体に対する隣接しない面の組みの数

に示す．表4.2の既存手法 (A)および提案手法 (B)の単位は (回)，100×((A)−(B))/(A)
は，既存手法における全ての面の中心座標を計算する回数を 100 %としたとき，何%

の辺展開図が全ての面の中心座標を計算する必要が無くなったかを表す．表 4.3の既
存手法 (A)および提案手法 (B)の単位は (組)，100×((A)−(B))/(A)は，既存手法に
おける隣接しない面の組みの数を 100 % としたとき，何%の隣接しない面の組みを
削減できたかを表す．また，切頂四面体を例に，アルゴリズムの各ステップにおいて
何%削減することができたかを図 4.1および図 4.2に示す．なお，ステップ (5)にお
ける判定が計測時間の殆どを占めているため，C++で実装したステップと Python

で実装したステップに分けて表している．また，ステップ (1)は極めて短時間なた
めステップ (2)とまとめて表記している．
これらの結果から，展開図の個数が多くなればなるほど，面の個数つまり面の組

み合わせが多くなればなるほど，既存手法による計算時間に対する短縮された時間
に対する割合は大きくなっていき，より効率的に自己重複の確認が出来るのでは無
いかと考えられる．なお正四面体に関しては，削減した面の組みの個数 0であるの
にも拘らず，既存手法による計算時間に対する短縮された時間に対する割合が 4.1%

と正六面体や正八面体の場合より高くなっている．これは計測時間が約 0.05秒と短
時間であるため，多面体の辺どうしの繋がりを表すファイルの読み込み時間のブレ
の影響を大きく受けてためではないかと考える．
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既存手法

提案手法

ステップ (1)+(2) ステップ (3) ステップ (4)

16.2 32.4 33.2

16.2 41.1 42.7

100806040200 (%)

図 4.1: ステップ (1)～(4)における減少の割合（C++で実装した箇所）

既存手法

提案手法

100

91.1

100806040200 (%)

図 4.2: ステップ (5)における減少の割合（Pythonで実装した箇所）
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第5章 おわりに

5.1 結論
本論文では各種凸多面体の辺展開図において，自己重複の確認の高速化に成功し

た．この高速化にともない，表 1.1に「未解決」として記す重なりのある辺展開図
の有無の判定や，重なりを持たない辺展開図の個数の計算に向けての兆しが見えた．

5.2 今後の課題
本論文では，凸多面体のうち辺展開図の個数が少ない多面体 5種類に限った高速

化を行った．今後は，本論文で提案したアルゴリズムを他の凸多面体に対しても適
用し，どれぐらい高速に判定することが出来るようになるかを計測したいと考える．
しかし，現状では隣接しない面を愚直な方法で求めていたり，座標の再計算を遠

回しな方法で行っていたりと課題が残る．また辺展開図の中には「同型な辺展開図
（回転したり左右を反転したりすることで同じ形となる辺展開図）」が含まれている
ため，排除しなければならない．こうした高速化を妨げる要因を無くし，提案アル
ゴリズムを更に高速なものへとすることで，「未解決」とされている凸多面体へのア
プローチが出来るのではないかと考える．
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