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辺展開図

2

多面体の辺に切れ込みを入れて，平坦に開いた多角形を，
辺展開図という．

定義 1 [R. Uehara, 2018]

(a) 辺展開図 (b) 辺展開図ではない

それぞれ左側の立方体を太線に沿って切ると…
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整面凸多面体
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全ての面が，正多角形で構成される（辺の長さが等しい）
凸多面体を，整面凸多面体という．

定義 2

アルキメデスの	"	角柱
（! ≥ 3）

アルキメデスの	#	反角柱
（$ ≥ 3）

ジョンソンの立体
（92	種類）

正多面体
（5	種類）

半正多面体
（13	種類）

5	種類に分類



重なりを持つ辺展開図
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いくつかの凸多面体には，重なりを持つ辺展開図が存在する

切頂十二面体
[T. Horiyama and W. Shoji, 2011]

切頂二十面体
[T. Horiyama and W. Shoji, 2011]
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ü モデルのマスキングテープを剥がして下さい
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重なりを持たない辺展
開図の個数を数え上げ，
その割合を求める

本研究の目的



本研究の主結果
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アルキメデスの	"	角柱
（! ≥ 3）

アルキメデスの	#	反角柱
（$ ≥ 3）

ジョンソンの立体
（92	種類）

正多面体
（5	種類）

半正多面体
（13	種類）

63	種類の整面凸多面体に対し，重なりを持たない辺展開図
の個数およびその割合を示した．

本研究の成果
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アルキメデスの	"	角柱
（3 ≤ ! ≤ 23	/	! ≥ 24）

アルキメデスの	#	反角柱
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本研究の成果
重なりを持つ辺展開図の存在が解明されている
[T. Horiyama et al., 2011] [Hirose, 2015] [T. Shiota et al., 2023]

どう辺展開しても重ならない／ある方法で辺展開すると重なる



本研究の主結果

5

アルキメデスの	"	角柱
（3 ≤ ! ≤ 23	/	! ≥ 24）

アルキメデスの	#	反角柱
（3 ≤ ! ≤ 11	/	$ ≥ 12）

ジョンソンの立体
（48	種類	/	44	種類）

正多面体
（5	種類	/	0	種類）

半正多面体
（7	種類	/	6	種類）

63	種類の整面凸多面体に対し，重なりを持たない辺展開図
の個数およびその割合を示した．

本研究の成果

3	種類

24 ≤ ( ≤ 42	(19種類) 12 ≤ + ≤ 32	(21種類) 20	種類

どう辺展開しても重ならない／ある方法で辺展開すると重なる
重なりを持つ辺展開図の存在が解明されている
[T. Horiyama et al., 2011] [Hirose, 2015] [T. Shiota et al., 2023]



半正多面体における主結果
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半正多面体 #(辺展開図)
 [T. Horiyama et al., 2013] #(重なりを持たない辺展開図)

変形立方体 89,904,012,853,248 85,967,688,920,076
切頂十二面体 4,982,259,375,000,000,000 931,603,573,888,462,350
切頂二十面体 375,291,866,372,898,816,000 366,359,657,802,290,909,354

変形立方体 切頂十二面体 切頂二十面体

95.6% 18.6% 97.6%



ジョンソンの立体における主結果 (1)
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ジョンソンの立体 #(辺展開図)
 [T. Horiyama et al., 2013] #(重なりを持たない辺展開図)

J20 29,821,320,745 27,158,087,415
J21 8,223,103,375,490 6,297,186,667,720
J24 5,996,600,870,820 5,492,624,228,190
J32 699,537,024,120 699,433,603,320
J33 745,208,449,920 745,198,979,400

J20 J21 J24 J32 J33

76.5% 91.5% 99.9% 99.9%91.0%



ジョンソンの立体における主結果 (2)
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ジョンソンの立体 #(辺展開図)
 [T. Horiyama et al., 2013] #(重なりを持たない辺展開図)

J34 193,003,269,869,040 190,653,702,525,040
J38 270,745,016,304,350 214,085,775,357,270
J39 272,026,496,000,000 215,087,798,524,180
J44 5,295,528,588 5,231,781,954
J45 13,769,880,349,680 13,386,219,088,644

J34 J38 J39 J44 J45

79.0% 79.0% 98.7% 97.2%98.7%



ジョンソンの立体における主結果 (3)
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ジョンソンの立体 #(辺展開図)
 [T. Horiyama et al., 2013] #(重なりを持たない辺展開図)

J54 75,973 75,749
J55 709,632 705,144
J56 707,232 702,520
J57 6,531,840 6,457,860
J58 92,724,962 92,219,782

J54 J55 J56 J57 J58

99.4% 99.3% 98.8% 99.4%99.7%



ジョンソンの立体における主結果 (4)
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ジョンソンの立体 #(辺展開図)
 [T. Horiyama et al., 2013] #(重なりを持たない辺展開図)

J59 1,651,482,010 1,632,941,030
J60 1,641,317,568 1,621,738,522
J61 28,745,798,400 28,183,512,978
J66 54,921,311,280 39,055,563,000
J67 90,974,647,120,896 43,437,626,181,464

J59 J60 J61 J66 J67

98.8% 98.0% 71.1% 47.7%98.8%



アルキメデスの角柱における主結果
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!	角柱 #(辺展開図)
 [T. Horiyama et al., 2013] #(重なりを持たない辺展開図)

24	角柱 639,620,518,118,400 597,547,526,278,102
25	角柱 2,486,558,615,814,025 2,270,951,013,426,530
26	角柱 9,651,161,613,824,796 8,680,724,875,408,140
27	角柱 37,403,957,244,654,675 33,593,039,475,394,300
28	角柱 144,763,597,316,784,768 128,484,071,528,042,000
29	角柱 559,560,282,425,278,229 273,052,412,937,434,000
30	角柱 2,160,318,004,043,512,500 1,012,562,467,010,050,000
31	角柱 8,331,163,769,982,715,231 3,755,308,489,795,020,000
32	角柱 32,095,304,749,163,937,792 13,910,558,120,316,400,000
33	角柱 123,524,473,883,545,449,825 51,464,102,399,119,800,000
34	角柱 474,969,297,739,230,927,564 190,077,650,531,107,000,000
35	角柱 1,824,745,126,233,358,110,635 694,876,093,525,600,000,000
36	角柱 7,004,614,136,879,907,849,600 2,380,408,316,368,090,000,000
37	角柱 26,867,730,730,869,118,775,917 8,734,608,096,670,700,000,000
38	角柱 102,981,783,095,242,000,000,000 31,927,951,665,245,000,000,000
39	角柱 394,447,279,575,099,000,000,000 117,143,971,138,672,000,000,000
40	角柱 1,509,843,372,596,510,000,000,000 385,268,000,158,423,000,000,000
41	角柱 5,775,682,482,451,350,000,000,000 1,409,268,044,697,380,000,000,000
42	角柱 22,080,875,606,379,200,000,000,000 5,178,957,938,434,480,000,000,000



アルキメデスの角柱における主結果
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アルキメデスの反角柱における主結果

13

#	反角柱 #(辺展開図)
 [T. Horiyama et al., 2013] #(重なりを持たない辺展開図)

12	反角柱 51,599,794,176 49,743,531,024
13	反角柱 383,142,771,674 369,359,503,344
14	反角柱 2,828,107,288,188 2,726,368,290,352
15	反角柱 20,768,716,848,000 20,021,578,135,380
16	反角柱 151,840,963,183,392 146,378,600,602,880
17	反角柱 1,105,779,284,582,140 1,013,491,325,102,940
18	反角柱 8,024,954,790,380,540 1,501,154,452,845,900
19	反角柱 58,059,628,319,357,300 13,038,527,513,687,400
20	反角柱 418,891,171,182,561,000 98,027,112,294,661,100
21	反角柱 3,014,678,940,049,370,000 732,157,627,679,302,000
22	反角柱 21,646,865,272,061,200,000 5,463,662,878,677,080,000
23	反角柱 155,113,904,634,576,000,000 40,508,628,620,513,100,000
24	反角柱 1,109,391,149,998,440,000,000 298,293,520,418,401,000,000
25	反角柱 7,920,708,398,483,720,000,000 2,188,171,009,006,050,000,000
26	反角柱 56,460,916,728,463,100,000,000 15,982,421,259,908,100,000,000
27	反角柱 401,873,068,071,158,000,000,000 100,599,073,148,261,000,000,000
28	反角柱 2,856,496,726,273,360,000,000,000 725,756,982,845,834,000,000,000
29	反角柱 20,277,959,821,998,000,000,000,000 5,224,196,129,087,410,000,000,000
30	反角柱 143,779,866,504,299,000,000,000,000 37,518,568,275,655,300,000,000,000
31	反角柱 1,018,331,261,238,040,000,000,000,000 272,565,329,790,964,000,000,000,000
32	反角柱 7,204,899,406,395,020,000,000,000,000 2,207,488,168,172,480,000,000,000,000
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辺展開図の数え上げ（重なり有り含む）

15

多面体	"	

多面体	"	の面の集合を	#!	，隣接する2面
を結ぶ辺の集合を	$!とする時，"	はグラフ
	%!= #!, $! 	として見ることができる．

定理 3 (双対) [R. Uehara, 2018]



辺展開図の数え上げ（重なり有り含む）

15

多面体	"	

多面体	"	の面の集合を	#!	，隣接する2面
を結ぶ辺の集合を	$!とする時，"	はグラフ
	%!= #!, $! 	として見ることができる．

定理 3 (双対) [R. Uehara, 2018]



辺展開図の数え上げ（重なり有り含む）

15

多面体	"	

多面体	"	の面の集合を	#!	，隣接する2面
を結ぶ辺の集合を	$!とする時，"	はグラフ
	%!= #!, $! 	として見ることができる．

定理 3 (双対) [R. Uehara, 2018]



辺展開図の数え上げ（重なり有り含む）

15

多面体	"	

多面体	"	の面の集合を	#!	，隣接する2面
を結ぶ辺の集合を	$!とする時，"	はグラフ
	%!= #!, $! 	として見ることができる．

定理 3 (双対) [R. Uehara, 2018]



辺展開図の数え上げ（重なり有り含む）

15

多面体	"	

多面体	"	の面の集合を	#!	，隣接する2面
を結ぶ辺の集合を	$!とする時，"	はグラフ
	%!= #!, $! 	として見ることができる．

定理 3 (双対) [R. Uehara, 2018]

%!= #!, $!



辺展開図の数え上げ（重なり有り含む）

15

多面体	"	

多面体	"	の面の集合を	#!	，隣接する2面
を結ぶ辺の集合を	$!とする時，"	はグラフ
	%!= #!, $! 	として見ることができる．

定理 3 (双対) [R. Uehara, 2018]

 "	を辺展開する際に切断されない辺の集
合を	$"	(⊂ $!)	とする．このとき，$"	は
グラフ	%!	の全域木と対応する．

定理 4 [R. Uehara, 2018]

辺展開図	+	
$"

%!= #!, $!
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多面体	"	

多面体	"	の面の集合を	#!	，隣接する2面
を結ぶ辺の集合を	$!とする時，"	はグラフ
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定理 3 (双対) [R. Uehara, 2018]

 "	を辺展開する際に切断されない辺の集
合を	$"	(⊂ $!)	とする．このとき，$"	は
グラフ	%!	の全域木と対応する．

定理 4 [R. Uehara, 2018]

辺展開図	+	
$"

%!= #!, $!

要するに…
!	の辺展開図の個数の数え上げ	＝	#!	の全域木の個数の数え上げ
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%!	の全域木の個数は ZDD を用いて数え上げることができる

辺	"!：頂点	0 ー頂点 2
辺	""：頂点 0 ー頂点 1
辺	"#：頂点 0 ー頂点 3
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1-終端節点に到達するパスの
本数を数え上げることで
全域木の個数は数え上げ可能



重なりを持たない辺展開図の数え上げ

17

Ø 貪欲的な手法 [T. Horiyama and W. Shoji., 2011]
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1

Step 1. 全域木の個数を数え上げる 
  ZDD を構築する
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!*!の要素を全て同時に
含む集合を除外した
集合族を表す ZDD

"(!
辺展開図の
集合族を表す 

ZDD

")

ZDD	0	から制約	(	を満たす集合族を抽出することによって
新しい ZDD	0+	を生成する ZDD の演算．

サブセッティング法 [H. Iwashita et al., 2013]
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辺展開することそのものが難しいと
される凸多面体に対して，重なりを持
たない辺展開図を数え上げていく．

今後の課題

凸多面体「亀」
[W. Schlickenrieder, 1997]
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本研究の背景

A5

全ての凸多面体は，重ならない多角形に辺展開できるか？
Dürerの問題 [E. D. Demaine and J. O’Rourke, 2007]

ü 計算幾何学における重要な未解決問題
ü 起源は約500年前まで遡る

Dürerの問題の解決には…
Ø 重なりを持たない辺展開図が存在しない凸多面体を示す
Ø どのような凸多面体に対しても使うことができる，

 

 重なりを持たないように辺展開するアルゴリズムを示す

計測法教本
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重なりを持たない辺展開図の個数を
厳密に数え上げた研究は無い


