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1 はじめに
多面体を切断線に沿って平面上に切り開くことを
展開といい，得られる平面多角形を展開図という．展
開図の起源は，Albrecht Dürer (著) “Underweysung

der messung mit dem zirckel un richt scheyt” に描
かれたスケッチにあるとされている [Dür25, DO07]．
多面体は，その形状や展開方法により，得られる展
開図上の異なる二面が図 1に示すように重なりを持
つことがある．切断線を特に辺に制限した場合，展
開することで得られる平面多角形を辺展開図という．
Shephard は，辺展開図について次の予想を立てた．

予想 1 ([She75]). 任意の凸多面体には，重なりを持
たない辺展開図が少なくとも一つ存在する．

この予想は，依然として未解決のままであり，こ
の解決を目指して様々な観点から研究がされている．
その一つとして，展開の際に辺以外を切ることを許

図 1: 角が切り落とされた立方体と，重なりを持つ展
開図の例 [NF93]．左の立体を太線に沿って切ると，
右の展開図が得られる．
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図 2: どのように一般展開しても重ならない多面体の
クラス．左から順に，等面四面体，直角二等辺三角
形二面体，正三角形二面体，半正三角形二面体．等
面四面体とは各面が合同な四面体，二面体とは合同
な二つの面からなる多面体である．

容した一般展開図を考えるものがある．一般展開に
ついて，以下の定理が知られている．
定理 2 ([DO07]). 任意の凸多面体は，重なることな
く一般展開できる．
この定理は，Sharir と Schorr が起点展開 [SS86]，

Aronov と O’Rourke が星展開 [AO92]を示したこ
とにより証明されたものである．また，秋山と松永
は，図 2 に示す四つのクラスの多面体は，どのよう
に一般展開しても重なることなく展開できることを
示した [AM18]．一方で，鎌田らは 図 2 に示す四つ
のクラス以外の多面体は，特定の方法で一般展開す
ることで，重なりを持つことを示した [KSU24]．
辺展開図においては，与えられた多面体に対して，
重なりを持つ辺展開図が存在するかを判定する研究
がある．Biedl らは 1998 年，Grünbaum は 2003 年
に，どのように辺展開しても重なりを持つ凹多面体
をそれぞれ示した [BDD+98, Grü03]．DiBase は 6

頂点以下からなる凸多面体は，特定の方法で辺展開
することで，常に重なりなく辺展開図できることを示
した [DiB90]．また，全ての面が正多角形からなる凸
な多面体である整面凸多面体については，重なりを持
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図 3: 正多面体の一覧．左から順に，正四面体，立
方体，正八面体，正十二面体，正二十面体

図 4: アルキメデスの n 角柱の例．上面と底面は正
n 角形，側面は全て正方形からなる．

つ辺展開図が存在する／存在しないが完全に解明さ
れている [HS11, HS13, Hir15, CFG91, SS24]．例え
ば，堀山と庄司は，正多面体（図 3）はいずれも重な
ることなく辺展開できることを示した [HS11]．また，
塩田と斎藤は回転展開というアルゴリズム [SS24]を
考案し，アルキメデスの n 角柱（図 4）という多面
体に対して，次の定理を示した．

定理 3 ([SS24]).

(1) 3 ≤ n ≤ 23 のとき，アルキメデスの n 角柱に
は，重なりを持つ辺展開図が存在しない．

(2) n ≥ 24 のとき，アルキメデスの n 角柱は，特
定の方法で辺展開すると重なりを持つ．

角柱について，Schlickenrieder は修士論文の中で，
図 5，6に示す重なりを持つ辺展開図を描画した．こ
の描画において，正 n 角形の一辺の長さを 1 のと
すると，以下の観察が得られる．

観察 4 ([Sch89]). 高さが 15 の正 12 角柱と，高さ
0.2 の正 15 角柱は，特定の方法で辺展開すると重な
りを持つ．

アルキメデスの n 角柱は，高さ 1 の場合の正角柱
と言える．一方で，定理 3 より高さ 1 の正 12 角柱
および 正 15 角柱は，どのように辺展開しても重な
りを持たない．ゆえに，n の値を固定した場合，高

図 5: [Sch89] で描画されている正 12 角柱の重なり
を持つ辺展開図．左の角柱を太線に沿って切ると，右
の辺展開図が得られる．

図 6: [Sch89] で描画されている正 15 角柱の重なり
を持つ辺展開図．上の角柱を太線に沿って切ると，下
の辺展開図が得られる．

さの値に応じて，特定の展開方法で辺展開する重な
りを持つもの／どのように辺展開図しても重なりを
持たないもののいずれかに分類できることが言える．
この点に着目し，塩田は次の問題を提起した1．

問題 5. 一辺の長さが 1 の正 n 角形を底面とする，
高さが h (∈ R+) の正 n 角柱を考える．正 n 角柱
が，特定の展開方法で辺展開する重なりを持つ／ど
のように辺展開図しても重なりを持たないとき，n

および h の値はいくつか？
1この問題は，The 35th Canadian Conference on Compu-

tational Geometry の open problems の紹介セッションの中
で塩田が提示した問題であり，https://wadscccg2023.encs.

concordia.ca/assets/pdf/cccg_open_problems.pdf の問題
6 に掲載されている．
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本稿では，この問題に対する下記の三つの部分的
な結果を示す．

定理 6. 3 ≤ n ≤ 10 のとき，正 n 角柱は h の値に
依らず，どのように辺展開しても重なりを持たない．

定理 7. 11 ≤ n ≤ 28 のとき，以下の条件を満たす
正 n 角柱は，特定の方法で辺展開すると重なりを
持つ．
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定理 8. n ≥ 29 のとき，正 n 角柱は h の値に依ら
ず，特定の方法で辺展開すると重なりを持つ．

定理 6 については，正 3 角柱はどのように辺展開
しても重なりを持たないという [DiB90] に基づく結
果および，正 4 角柱（= 直方体）はどのように辺展
開しても重なりを持たないという結果を含む．また，
図 7に，n と h の値に対して，辺展開図が重なりを
持つか／持たないかを，定理 3，6，7，8 に基づき
プロットした結果を示す．

2 準備
2.1 グラフ
グラフ G において，頂点の集合を V，辺の集合
を E ⊆ V × V とするとき，G = (V,E) と表す．
vi ̸= vj (vi, vj ∈ V, 1 ≤ i ̸= j ≤ k) かつ，連続する
二つの頂点が隣接するとき，頂点列 ⟨v1, . . . , vk⟩をパ
スといい，グラフ G において任意の二つの頂点間に
パスが存在するとき，G は連結という．連結なグラ
フ T = (VT , ET ) において，|ET | = |VT |−1 のとき，
グラフを木という．また，VT = V かつ ET ⊆ E で
あるとき，T をグラフ Gの全域木という．グラフ G

の頂点集合 V ′ ⊆ V に対し，G[V ′] = (V ′, {{p, q} |

p, q ∈ V ′ and {p, q} ∈ E}) であるとき，G[V ′] を G

の V ′ による誘導部分グラフという．

2.2 正角柱
少なくとも四つの面と呼ばれる多角形が辺でつな
がって構成される三次元の物体を多面体という．多
面体における全ての二面角が π 未満であるとき，凸
多面体という．n 角柱とは，互いに向き合っている
二つの合同な n 角形（底面とよぶ）と，二つの底面
の対応する辺を結ぶ n個の平行四辺形（側面とよぶ）
から構成される多面体である．n 角柱のうち，底面
が正 n 角形，側面が長方形であるものを，正 n 角
柱という．また，正 n 角柱のうち，側面が正方形で
あるものを，アルキメデスの n 角柱という．

2.3 辺展開図
多面体 Q を考える．Q の展開図（一般展開図と
も言う）とは，Q の辺や面上の切断線に沿って切り
開くことで形成される平面多角形である．特に，切
断線を Qの辺のみに制限したときに形成される展開
図を辺展開図という．Q において，二つの面が共通
の辺を持っているとき，その二つの面は隣接してい
るという．VQ を Q の面の集合，EQ を Q の隣接す
る二つの面を結ぶ辺の集合とする，このとき，Q は
グラフ GQ = (VQ, EQ)として見ることができる．こ
こで，Q の辺展開図について以下の補題が成り立つ．

補題 9 (例えば [DO07] を参照). Q を辺展開して
辺展開図 U を得るとき，EU (⊂ EQ) を切断されな
い辺の集合とする．このとき，EU は GQ の全域木
T (GQ) を形成する．

この補題は，Qの辺展開図が，GQ における全域木
と一対一対応となっていることを意味する．任意の
T (GQ) に対して，連結な誘導部分グラフに対応する
面は，辺展開図 U の部分的な構造として見ることが
できる．この構造を部分辺展開図とよぶ．なお，以降
では，辺展開図のみを扱うため，単に部分展開図と呼
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図 7: 高さ h の正 n 角柱に対して，辺展開図が重なりを持つか／持たないかをプロットした結果．青色の
線分およびバツ印は，どのように辺展開しても重なりを持たないことを表す．赤色の線分およびバツ印は，
特定の方法で辺展開すると重なりを持つことを表す．バツ印は特定の一点を指し示し，同じ色の線分上の
点は，重なりを持つ／持たないを表す．h ≤ 0.05 および h ≥ 50 については，n ≤ 10 では，青色の線分が
上下に続き，n ≥ 11 では赤色の線分が上下に続く．n ≥ 51 においては，赤色の線が続く．11 ≤ n ≤ 28 に
おける，プロットの無い部分は未解決．

ぶ．任意の二面に対応する頂点 m,n ∈ VQ を考える．
いま，GQ における，頂点 m から n への単純パス
を P = ⟨m = v0, v1, . . . , vk−1, vk = n⟩ とするとき，
パス P に含まれる面の集合は FP = {v0, v1, . . . , vk}
となる．FP から構成される部分展開図をパス状の
部分展開図とよぶ．

2.4 重なりを持つ辺展開図
異なる 2 つの多角形が，それぞれが少なくとも 1

つの点 p を共有するとき，2 つの多角形は重なると
いう．注意として，本稿では多角形の境界上の点も
多角形に含まれるものとする．つまり，多角形が境
界線どうしで接触しているときも含めて重なるとい
う．重なりを持つ辺展開図とは，ある多面体を辺展
開したとき，異なる 2 つの面が重なるものをいう．
多面体 Q に対して，Q の辺展開図に重なりがあ
るかを判定する効率的なアルゴリズムとして回転展

開がある [SS24]．このアルゴリズムは，以下の補題
に基づき開発されたアルゴリズムである．

補題 10 ([DDRW20, Hir15]). 辺展開図 U を多面体
Q における重なりを持つ辺展開図，T (GQ) を U に
対応する GQ 上の全域木とする．もし，T (GQ) の
二つの頂点 m,n が U の重なり合っている面に対応
する場合，m から n への T (GQ) 上のパスは，U の
連続する面の順序を表す．

この補題に基づき，回転展開は次の二つのステップ
から構成される（詳しくは [SS24] を参照されたし）．
Step 1. 多面体 Q の任意の二面に対応する頂点

m,n ∈ VQ に対して，m から n へのパスを
列挙する．つまり，Q におけるパス状の部分展
開図を列挙する．

Step 2. 列挙されたそれぞれのパス状の部分展開図
に対して，両端に位置する面どうしが重なりを
持つかを確認する．
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図 8: 切頂四面体（左）と，列挙された部分展開図
の一部．(3)～(5) における灰色の面の組は，(2) で
重なりが無いかを判定するため，考える必要がない．

図 9: 正角柱のグラフ表現．点線は，元の正 n 角柱
の辺を表す．

回転展開のポイントの一つとして，Step 2 で両端
に位置する面どうしの重なりのみを確認すれば良い
点がある．これは，両端以外の面の組 m′, n′ ∈ VQ

は，m′, n′ をパスの両端点とするパス状の部分展開
図によって，重なりを持つ／持たないが確認される
からである（例を図 8に示す）．

3 正角柱の辺展開図の重なり
3.1 パス状の部分展開図の分類
正 n 角柱 Pn に対して，面の集合を VP，隣接す
る二つの面を結ぶ辺の集合を EP とするとき，Pn

は図 9 に示すようなグラフ GP = (VP , EP ) とし
て表すことができる．ここで，上面および底面に該
当する頂点をそれぞれ fT，fB，側面に該当する頂
点を fi (0 ≤ i ≤ (n − 1)), fn = f0 とするとき，
VP = {fT , fB , f0 . . . fn−1} となる．

いま，正 n 角柱におけるパス状の部分展開図を考
えるとき，以下の補題が成り立つ．

補題 11. 正 n 角柱のパス状の部分展開図は，以下
の七種類のいずれかのパターンによって表すことが
できる．（各パターンにおけるパス状の部分展開図の
例を図 10 に示す）

• P1 = ⟨fT ⟩

• P2 = ⟨fT , fi, . . . , fi+p⟩

• P3 = ⟨fT , fi, . . . , fi+p, fB⟩

• P4 = ⟨fT , fi, . . . , fi+p, fB , fj , . . . , fj+q⟩

• P5 = ⟨fi, . . . , fi+p⟩

• P6 = ⟨fi, . . . , fi+p, fT , fj , . . . , fj+q⟩

• P7 = ⟨fi, . . . , fi+p, fT , fj , . . . , fj+q, fB , fk, . . . , fk+r⟩

ここで，fT と fB は一般性を失うことなく入れ
替えてよい．また (x, y) = {(i, p), (j, q), (k, r)}
とするとき，⟨fx, . . . , fx+y⟩ は，側面の連続する
列からなる長方形状の面を表す．さらに，全ての
X,Y ∈ {{fi . . . fi+p}, {fj . . . fj+q}, {fk . . . fk+r}}
に対して，X ̸= Y ⇒ X ∩ Y = ∅ という関係が
成り立つ．

証明. 正角柱の上面および底面を「フタ」，連続す
る側面からなる長方形状の面を「帯」と呼ぶ．また，
異なる「フタ」および「帯」を区別するために，一
般性を失うことなく「フタ」を「フタ１」「フタ２」
とし，「帯」を「帯１」「帯２」・・・と呼ぶ．
まず，パス状の部分展開図の端点が「フタ１」で
ある場合から考える（これは，P1 のパターンに該当
する）．端点が「フタ１」の場合，隣接する面は「帯
１」である．これは，パターン P2 に該当する．次
に「フタ１」⇒「帯１」に隣接する面を考える．い
ま，「フタ１」⇒「帯１」⇒「帯２」となると，これ
は P2 における「帯１」の部分の長さを変更する（伸
ばす）操作に対応する．よって「フタ１」⇒「帯１」
の次に隣接する面は「フタ２」である．これは，パ
ターン P3 に該当する．さらに，「フタ１」⇒「帯１」
⇒「フタ２」に隣接する面は，「帯１」として使われ
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パターン P1 の例 パターン P2 の例

パターン P3 の例 パターン P4 の例

パターン P5 の例 パターン P6 の例

パターン P7 の例

図 10: 正 n 角柱に対するパス状の部分展開図．

ていない側面からなる「帯２」である．これは，パ
ターン P4 に該当する．「フタ１」⇒「帯１」⇒「フ
タ２」⇒「帯２」に隣接する面を考えるとき，「フタ」
は二回使っているため，これ以上つなげることはで
きない．よって，「フタ」を端点とするパス状の部分
展開図は，以上の四種類となる．
次に，パス状の部分展開図の端点が「帯１」であ
る場合から考える（これは，P5 のパターンに該当
する）．端点が「帯１」の場合，隣接する面は「フ
タ１」となるこれは，パターン P2 と同じ形となる．
「帯１」⇒「フタ１」に隣接する面は，「帯１」とし
て使われていない側面からなる「帯２」である．こ
れは，パターン P6 に該当する．「帯１」⇒「フタ１」
⇒「帯２」に隣接する面は，「フタ２」であるが，こ

れは P4 と同じ形となる．さらに，「帯１」⇒「フタ
１」⇒「帯２」⇒「フタ２」に隣接する面は，「帯１」
および「帯２」として使われていない側面からなる
「帯３」である．これは，P7 に該当する．「帯１」⇒
「フタ１」⇒「帯２」⇒「フタ２」⇒「帯３」に隣接
する面を考えるとき，「フタ」は二回使っているため，
これ以上つなげることはできない．よって，「帯」を
端点とするパス状の部分展開図は，以上の三種類と
なる．

また，パス状の部分展開図について，以下の補題
が成り立つ．
補題 12. パス状の部分展開図において重なりがある
／重なりがないを確認するとき，連続する側面から
なる長方形状の面は，一つの長方形として見做して
よい．
証明. 側面 fi を端点とするパス状の部分展開図が，
面 f( ̸= fi) と重なっているものとする．ここで，側
面 fi を含む，連続する側面からなる長方形状の面を
Fi とするとき，Fi と f は明らかに重なりを持つ．
よって，連続する側面からなる長方形状の面を，単
純な長方形の面と見做しても，部分展開図が重なり
を持つかを確認する操作に影響はない．

以上より，図 10のパス状の部分辺展開図は，図 11

のように描くことができる．

3.2 パターン別に見るパス状の部分展開図
の重なり

3.1 節では，正 n 角柱におけるパス状の部分展開
図は，パターン P1 ～ P7 の七種類のいずれかで表
せることを示した．いま，パス状の部分展開図にお
ける重なりを考えるとき，パターン P1，P2，P3 お
よび P5 については，明らかに重なりを持たないが，
P4，P6，P7 については図を見るだけでは分からな
い．本節では，まずパターン P6 のパス状の部分展開
図が，重なりを持たないことの概略を示した後，P4

および P7 の部分展開図が，特定の n および高さ h

に対して重なりを持つことを示す．
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P1 の例 P2 の例

P3 の例 P4 の例

P5 の例 P6 の例

P7 の例

図 11: 図 10 に対して，連続する側面からなる長方
形状の面を，単純な長方形の面として表したパス状
の部分展開図．

3.2.1 パターン P6 の部分展開図が重なりを持た
ないことの概略

本節では，P6 のパターンに対して，両端に位置
する面どうしが交差しないことを概略的に説明する．
まず，P6 のパターンのパス状の部分展開図は，対称
性を考えることで図 12 のように二つのタイプに分
類できる．次に，図 13 に示すような状況を考える．
いま，頂点 P と Q を半径 r の円周上の点，∠POQ

を θ とする．∠P ′QO は直角であり，線分 P ′Q の
長さは，弧

⌢

PQ の長さと等しい．このとき，点 P ′

について以下の補題が成り立つ．

補題 13. θ の範囲が，0 ≤ θ ≤ π であるとき，P ′

タイプ１ タイプ２

図 12: パターン P6 におけるバリエーション．

図 13: 0 ≤ θ ≤ π としたときの，円弧 PQ と，線分
P ′Q の関係

の y 座標の値は常に 0 以上となる．

証明. まず，点 P ′ の座標を計算する．点 Q は円周
上に存在するため，Q の座標は，(cos θ, sin θ) であ
る．ゆえに，ベクトル OQ = (r cos θ, r sin θ) とな
る．次に，ベクトル QP′ を求める．ベクトル OQ

および，ベクトル QP′ は直交しているため，QP′

方向の単位ベクトル v は，v = (sin θ,− cos θ) と書
くことができる．一方，弧

⌢

PQ の長さは rθ である
ため，線分 QP ′ の長さも rθ である．ゆえに，ベク
トル OP′ は以下のようになる．

OP′ = OQ+ rθ

(
r cos θ

r sin θ

)
+ rθ

(
sin θ

− cos θ

)

=

(
r(cos θ + θ sin θ)

r(sin θ − θ cos θ)

)

いま，r は常に正であるため，f(θ) = sin θ− θ cos θ

が，0 ≤ θ ≤ π の範囲で常に正であることを示す．
ここで，f(θ) の導関数 f ′(θ) を計算すると，以下の
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タイプ１ タイプ２

図 14: パターン P4 におけるバリエーション

ようになる．
θ

dθ
(sin θ − θ cos θ) = θ sin θ

θ sin θ は，0 ≤ θ ≤ π の範囲で常に正であるた
め，f(θ) は単調増加関数であることが言える．ま
た，f(0) = 0 であるため，f(θ) ≤ 0 が常に成り立
つ．

以降は，補題 13および，円周上の任意の二点 A,B

について，円弧
⌢

AB の長さが，円の弦の長さ AB よ
り長いことを用いることで，タイプ１およびタイプ
２において両端点に位置する長方形が，いずれも交
差しないことを示すことができる．（場合分けが非常
に多いため，本稿では省略する．）

3.2.2 P4 のパターンにおけるパス状の部分展開図
の重なり

本節では，P4 のパターンが，特定の n および高
さ h に対して重なりを持つことを示すために，各面
の名称や辺の長さなど，各種パラメータを定義する．
まず，P4 のパス状の部分展開図は，対称性を考える
ことで図 12のように二つのタイプに分類できる．い
ま，P4 のパス状の部分展開図は，一般性を失うこと
なく，底面⇒ 側面⇒ 上面⇒ 側面からなっている．
ここで，各面の名称および，辺の長さなどの各種パ
ラメータを以下のように定義する．

• 面 B1：底面に該当する面
• 面 B2：上面に該当する面
• 面 A：底面と上面の間にある側面からなる長方形
• 面 C2：B2 と隣接している長方形のうち A で
はない長方形

図 15: パターン P4 のタイプ１におけるパス状部
分展開図に対し，面の名称と各種パラメータを示し
た図．

• lena：長方形 A における，高さ h ではない方
の長さ

• posC2
：Aと B2 が共有している辺を 0とし，時

計回りに数えたときの，B2 と C2 が共有して
いる辺の番号

• lenC2
：長方形 C2 における，高さ h ではない

方の長さ
これらのパラメータを用いることで，パターン P4

におけるバリエーション，タイプ１であるタイプ２
は，それぞれ 図 15，図 16のように書くことができ
る． また，各タイプの部分展開図に対して，n，h

および各種パラメータの値を指定すると，それぞれ
図 17，18 のように重なりを持つパス状の部分展開
図となる．

3.2.3 P7 のパターンにおけるパス状の部分展開図
の重なり

本節では，P7 のパターンが，特定の n および高
さ h に対して重なりを持つことを示すために，各面
の名称や辺の長さなど，各種パラメータを定義する．
まず，P7 のパス状の部分展開図は，対称性を考える
ことで図 19のように四つのタイプに分類できる．い
ま，P7 のパス状の部分展開図は，一般性を失うこと
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図 16: パターン P4 のタイプ２におけるパス状部
分展開図に対し，面の名称と各種パラメータを示し
た図．

図 17: パターン P4 のタイプ１における重なりを持
つ部分展開図の例．（n = 24，h = 0.5，lena = 1，
posC2 = 3 ）

なく，側面⇒底面⇒側面⇒上面⇒側面からなっ
ている．ここで，各面の名称および，辺の長さなど
の各種パラメータを以下のように定義する．

• 面 B1：底面に該当する面
• 面 B2：上面に該当する面
• 面 A：底面と上面の間にある側面からなる長方形
• 面 C1：B1 と隣接している長方形のうち A で
はない長方形

• 面 C2：B2 と隣接している長方形のうち A で
はない長方形

• lena：長方形 A における，高さ h ではない方

図 18: パターン P4 のタイプ２における重なりを持
つ部分展開図の例．（n = 30，h = 0.3，lena = 2，
posC2

= 26）

タイプ１ タイプ２

タイプ３ タイプ４

図 19: P7 におけるバリエーション

の長さ
• posC1：Aと B1 が共有している辺を 0とし，時
計回りに数えたときの，B1 と C1 が共有して
いる辺の番号

• lenC1
：長方形 C1 における，高さ h ではない

方の長さ
• posC2

：Aと B2 が共有している辺を 0とし，時
計回りに数えたときの，B2 と C2 が共有して
いる辺の番号

これらのパラメータを用いることで，パターン P4

におけるバリエーション，タイプ１～タイプ４は，そ
れぞれ図 20～図 23のように書くことができる． ま
た，各タイプの部分展開図に対して，n，h および各
種パラメータの値を指定すると，それぞれ図 24～25
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図 20: パターン P7 のタイプ１におけるパス状部
分展開図に対し，面の名称と各種パラメータを示し
た図．

のように重なりを持つパス状の部分展開図となる．

3.3 正 n 角柱 (3 ≤ n ≤ 10) の辺展開図
における重なり

本節では，3 ≤ n ≤ 10 のとき，正 n 角柱は h の
値に依らず，どのように辺展開しても重なりを持た
ないこと（定理 6）を示す．いま，3.2節での議論よ
り，パス状の部分展開図が重なるには，P4 もしくは
P7 のパターンを考えればよいことが言える．そこ
で，3 ≤ n ≤ 10 について，P4 および P7 に対して，
全てのパラメータの組合せを試してパス状の部分展
開図を取得し，任意の h に対して重なりを持たない
ことを示す方法を考えることができる．注意として，
n = 3 の場合は，[DiB90] の結果に基づき存在しな
いことが明らかであり，n = 4 の場合は直方体とな
るため，こちらも重なりを持たないことは明らかで
あることから，以降は 5 ≤ n ≤ 10 の場合を考えれ
ばよい．しかし，nの値が増えるほど，P4 および P7

におけるパラメータの組合せが増えるため，任意の
h に対して，一つ一つに重なりがあるかを確認する
ことは現実的ではない．そこで，以下の手順を用い
ることで，重なる可能性があるパス状の部分展開図
のみを取得する．

図 21: パターン P7 のタイプ２におけるパス状部
分展開図に対し，面の名称と各種パラメータを示し
た図．

図 22: パターン P7 のタイプ３におけるパス状部
分展開図に対し，面の名称と各種パラメータを示し
た図．

Step. 1 パス状の部分展開図の両端に位置する面
S, T の座標を求め，それぞれに対して (x, y) 座
標の最小値，最大値を求める．2

Step. 2 面 S の y 座標の範囲と， 面 T の y 座標
の範囲を求める．もし，これらの範囲が重なっ
ている箇所があれば Step. 3 へ．重なってい
る箇所がなければ，両端に位置する面どうしが
重なる可能性は無いため終了．

Step. 3 面 S の x 座標の最大値 maxS と，面 T

2計算機実験では，Python の SymPy を用いて，シンボリッ
ク計算および小数点以下 100 桁の高精度計算を行った
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図 23: パターン P7 のタイプ４におけるパス状部
分展開図に対し，面の名称と各種パラメータを示し
た図．

の x 座標の最小値 minT の大小関係を比べる．
もし，maxS < minT という関係が成り立って
いるならば，重なる可能性がある候補として出
力する．成り立っていないなければ終了．

Step. 4 重なる可能性がある候補のうち，回転・反
転することで一致するものを除去．

この操作を，5 ≤ n ≤ 10 に対して行うことで得られ
た，高さ h の値によっては重なるパス状の部分展開
図を，図 28～図 33 に示す．
また，これらの，高さ h の値によっては重なるパ
ス状の部分展開図に対して解析的な計算をすること
で，以下の補題が得られる．

補題 14. 図 28～図 33 に示すパス状の部分展開図
は，任意の h に対して，いずれも重なりを持たない．

3.4 正 n 角柱 (11 ≤ n ≤ 28) の辺展開図
における重なり

本節では，P4 および P7 から構成される二つのパ
ス状の部分展開図を用いることで，展開図が重なり
を持つための h の条件を示す．

図 24: パターン P7 のタイプ１における重なりを持
つ部分展開図の例．（n = 24，h = 15，lena = 2，
posC1

= 4，lenC1
= 20，posC2

= 22）

図 25: パターン P7 のタイプ２における重なりを持
つ部分展開図の例．（n = 30，h = 20，lena = 2，
posC1

= 28，lenC1
= 2，posC2

= 5）

3.4.1 P4 のタイプ１を用いた h の条件の計算

図 34 に示す，重なりを持つパス状の部分展開図
を考える．また，図 34 の重なりの部分を拡大した
ものを 図 35 に示す．いま，正 n 角形の一辺の長さ
を 1 とするとき，以下の補題が成り立つ．

補題 15. 以下の三つ条件が同時に成り立つとき，重
なりが生じることが言える．
条件 1 点 A の x 座標が正
条件 2 点 B の x 座標が負
条件 3 点 C の y 座標の値が 0 以上 2 以下．
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図 26: パターン P7 のタイプ３における重なりを持
つ部分展開図の例．（n = 24，h = 10，lena = 3，
posC1 = 20，lenC1 = 2，posC2 = 3）

この補題を示すために，A，B，C の座標をそれ
ぞれ求めると，以下の補題が言える．
補題 16. 正 n 角形の外角を θ = 2π/n とする．点
A の座標は，(h+sin θ−h cos 2θ, 1−cos θ−h sin 2θ)

である．点 B の座標は，(h + sin θ − h cos 2θ −
sin 3θ, 1−cos θ−h sin 2θ + cos 3θ)である．点 C の座
標は，(0, cos 3θ(h+sin θ−h cos 2θ)+sin 3θ(1−cos θ−h sin 2θ)

sin 3θ )

である．
まず，条件１について考えると，以下の補題が言
える．
補題 17. h+ sin θ − h cos 2θ は常に正である．
よって，条件１は h の値に依らず常に成り立つ．
次に，条件２について考えると，次の補題が言える．
補題 18. h+sin θ−h cos 2θ−sin 3θ は h < 1−2 sin2 θ

sin θ

のとき負となる．
さらに条件３について，次の補題が言える．
補題 19. cos 3θ(h+sin θ−h cos 2θ)+sin 3θ(1−cos θ−h sin 2θ)

sin 3θ

は，h < sin 3θ−sin 2θ
cos θ−cos 3θ のとき 0 以上となる．また，h

の値に依らず，常に 2 以下となる．
補題 15 より，パス状の部分展開図が重なりを持
つには３つの条件を同時に満たす必要がある．い

図 27: パターン P7 のタイプ４における重なりを持
つ部分展開図の例．（n = 24，h = 20，lena = 2，
posC1 = 21，lenC1 = 2，posC2 = 4）

(1)

図 28: 正 5 角柱における，h の値により重なる可能
性があるパス状の部分展開図

ま，条件２より，h < 1−2 sin2 θ
sin θ ，条件３より h <

sin 3θ−sin 2θ
cos θ−cos 3θ という条件が求まっている．しかし，11 ≤
n ≤ 28 の範囲においては，常に sin 3θ−sin 2θ

cos θ−cos 3θ の方が
常に小さくなる．ゆえに，パターン P4 のタイプ１
に対して，h < sin 3θ−sin 2θ

cos θ−cos 3θ であれば，図 34 のパラ
メータを用いることで，必ず重なることが言える．

3.4.2 P7 のタイプ２を用いた n と h の関係性の
確認

図 36 に示す，重なりを持つパス状の部分展開図
を考える．また，図 36 の重なりの部分を拡大した
ものを 図 37 に示す．いま，正 n 角形の一辺の長さ
を 1 とするとき，以下の補題が成り立つ．

補題 20. 以下の三つ条件が同時に成り立つとき，重
なりが生じることが言える．
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(1) (2)

図 29: 正 6 角柱における，h の値により重なる可能
性があるパス状の部分展開図

(1) (2)

図 30: 正 7 角柱における，h の値により重なる可能
性があるパス状の部分展開図

条件 1 点 A の y 座標が負
条件 2 点 B の y 座標が正
条件 3 点 C もしくは 点 D の x 座標の値が −h 以

上 0 以下．

この補題を示すために，A，B，C，D の座標をそ
れぞれ求めると，以下の補題が言える．

補題 21. 正 n 角形の外角を θ = 2π/n

とする．点 A の座標は，(−h + h cos θ +

sin 2θ,−1 − h sin θ + cos 2θ) である．点 B の
座標は，(−h + h cos θ + sin 2θ − h cos 3θ,−1 −
h sin θ + cos 2θ + h sin 3θ) である．点 C の座標は，

(1) (2)

図 31: 正 8 角柱における，h の値により重なる可能
性があるパス状の部分展開図

(1) (2)

(3)

図 32: 正 9 角柱における，h の値により重なる可能
性があるパス状の部分展開図

( cos 3θ(−1−h sin θ+cos 2θ)−sin 3θ(h−h cos θ−h sin 2θ)
sin 3θ , 0)

で あ る ．点 D の 座 標 は ，
( cos 3θ(−h sin θ+cos 2θ)−sin 3θ(h−h cos θ−h sin 2θ)

sin 3θ ,−1)

である．

まず，条件１について考えると，以下の補題が言
える．

補題 22. −1− h sin θ + cos 2θ は常に負である．

よって，条件１は h の値に依らず常に成り立つ．
次に，条件２について考えると，次の補題が言える．

補題 23. −1 − h sin θ + cos 2θ + h sin 3θ は h >
1−cos 2θ

sin 3θ−sin θ のとき正となる．

さらに条件３について，次の補題が言える．

補題 24. cos 3θ(−1−h sin θ+cos 2θ)−sin 3θ(h−h cos θ−h sin 2θ)
sin 3θ

は，h > cos θ−cos 3θ
sin 3θ−sin 2θ のとき 0 以下となる．また，h

の値に依らず，常に −h 以上となる．
cos 3θ(−h sin θ+cos 2θ)−sin 3θ(h−h cos θ−h sin 2θ)

sin 3θ は ，
h > cos θ

sin 3θ−sin 2θ のとき 0 以下となる．また，h の
値に依らず，常に −h 以上となる．

補題 20 より，パス状の部分展開図が重なりを持
つには３つの条件を同時に満たす必要がある．一
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(1) (2)

(3) (4)

(5)

図 33: 正 10 角柱における，h の値により重なる可
能性があるパス状の部分展開図

方で，条件３は，どちらかが成り立てば良いので，
cos θ−cos 3θ
sin 3θ−sin 2θ もしくは cos θ

sin 3θ−sin 2θ の大小関係を比
較すると，n = 11 のとき， cos θ

sin 3θ−sin 2θ で小さく，
12 ≤ n ≤ 28 では， cos θ−cos 3θ

sin 3θ−sin 2θ の方が小さくなるこ
とが言える．また，条件２より，h > 1−cos 2θ

sin 3θ−sin θ とな
るが，これは条件３で求めた hより，11 ≤ n ≤ 28の
範囲では値が小さくなる．ゆえに，パターン P7 のタ
イプ２に対して，n = 11 のとき，h > cos θ

sin 3θ−sin 2θ，
12 ≤ n ≤ 28 のとき，h > cos θ−cos 3θ

sin 3θ−sin 2θ であれば，
図 36 のパラメータを用いることで，必ず重なるこ
とが言える．

3.5 正 n 角柱 (n ≥ 29) の辺展開図の重
なり

本節では，3.4節で用いた二つの重なるパターン
を用いて，n ≥ 29 のとき，正 n 角柱は h の値に依
らず，特定の方法で辺展開すると重なりを持つこと

図 34: パターン P4 のタイプ１における重なりを持
つパス状の部分展開図．（n = 24，h = 0.5，lena = 1，
posC2

= 2）

図 35: 図 34 の重なっている部分を拡大した図．

（定理 8）を示す．これは，次の二つの補題が成り立
つことから，示すことができる．

補題 25. 補題 15 の条件は，n ≥ 29 かつ 0 < h ≤ 1

のとき常に成り立つ．

補題 26. 補題 20 の条件は，n ≥ 29 かつ h ≥ 1 の
とき常に成り立つ．

4 おわりに
本研究では，高さ h の正 n 角柱の辺展開図に対
して，重なりを持つものがある／ないを示した．一
般的な多面体であれば，部分辺展開図を列挙するの
に指数時間を要してしまう．一方で，正角柱には上
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図 36: パターン P7 のタイプ２における重なりを持
つパス状の部分展開図．（n = 24，h = 10，lena = 1，
posC1

= 23，lenC1
= 1，posC2

= 2）

図 37: 図 36 の重なっている部分を拡大して回転し
た図．

面と底面は一度ずつしか現れないという点や，連続
する側面は長方形として見てよいとすることで，分
類分けをすることができ，高さ h という連続的なパ
ラメータに対しても条件を得ることができた．今後
の課題としては，11 ≤ n ≤ 28 の存在性が分かって
いない部分を埋めることがある．また，図 38に示
すような正反角柱は，上面と底面は一度ずつしか現
れないという特徴を同じく持つ．正反角柱に対して
も，高さ h を変えたときに，辺展開図における重な

図 38: 正反角柱の例．上面と底面は正 n 角形，側面
は全て三角形からなる．

りの有無がどのようになるかについても考えていき
たい．この問題に取り組むことで，[KSU24] におい
て定義された edge overlap-free な多面体（どのよう
に辺展開しても重なりを持たない多面体）について
より深い理解が得られると考える．
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